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ВВЕДЕНИЕ 
Матричные методы [1,2,3] являются наиболее перспективными для анализа моделей 
Петри большой размерности. Фундаментальное уравнение сетей Петри представляет 
собой систему линейных диофантовых уравнений [1]. Решения этой системы интерпре-
тируются как векторы счёта допустимых последовательностей срабатывания переходов 
и поэтому должны быть неотрицательными целыми числами, что обуславливает спе-
цифику задачи. Методы решения таких систем представлены в [4,5]. К сожалению, все 
известные методы имеют асимптотически экспоненциальную сложность, что делает 
трудным их применение для анализа реальных систем. 

Целью настоящей работы является построение композиционных методов для ре-
шения фундаментального уравнения сетей Петри, позволяющих получить существен-
ное ускорение вычислений. Действительно, обычно модели сложных систем собирают 
из моделей их компонентов. Кроме того, в случаях, когда композиция модели из подсе-
тей не задана, предлагается применить методы декомпозиции сетей Петри, представ-
ленные в [6,7], чтобы разбить заданную сеть Петри на множество её функциональных 
подсетей. Ранее аналогичный подход был успешно применён при вычислении инвари-
антов [8,9]. 

Полученное ускорение вычислений оценивается экспоненциальной функцией. Так 
как размерность подсетей, как правило, существенно меньше размерности всей сети 
фактические ускорения вычислений могут быть весьма значительными, что подтвер-
ждено результатами применения композиционных методов для верификации телеком-
муникационных протоколов [10,11]. 

Следует отметить, что задача нахождения инвариантов соответствует проверке це-
лостности баз знаний, представленных сетями Петри [2,12], а разрешимость фундамен-
тального уравнения позволяет определить выполнимость целевых функций; при этом 
множество решений является основой для построения искомой последовательности 
вывода. 

 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
Сеть Петри – это четвёрка ),,,,( WFTPN =  где }{pP =  – конечное множество вер-
шин, именуемых позициями, }{tT =  – конечное множество вершин, именуемых пере-
ходами; отношение PTTPF ××⊆ U  определяет множество дуг, соединяющих пози-



 

ции и переходы, а отношение Ν→FW :  задаёт кратности дуг; Ν  обозначает множест-
во натуральных чисел. Таким образом, сеть Петри представляет собой двудольный 
ориентированный граф. 

Двойственная сеть Петри – это сеть Петри, у которой позиции заменены перехо-
дами, а переходы – позициями. Примеры сети Петри и её двойственной сети представ-
лены на Рис. 1 и Рис. 2 соответственно. 

Маркировка сети – это отображение 0: Ν→Pµ , определяющее распределение 

динамических элементов, именуемых фишками, на множестве позиций; 0Ν  – множест-

во неотрицательных целых чисел }0{0 ∪Ν=Ν . Маркированная сеть Петри – это пара 

),( 0µNM = , либо пятёрка ),,,,( 0µWFTPM = , где 0µ  –  её начальная маркировка. 

Фундаментальное уравнение сети Петри (уравнение Мураты) [1] может быть пред-
ставлено в следующем виде: 
 µ∆=⋅ Ax , (1)

где 0µµµ −=∆ , x  – вектор счёта срабатываний переходов, A  – транспонированная 

матрица инцидентности, либо матрица инцидентности двойственной сети Петри. Отме-
тим, что каждое уравнение системы (1) соответствует переходу двойственной сети 
Петри. 

Известно [1], что разрешимость фундаментального уравнения в неотрицательных 
целых числах является необходимым условием достижимости заданной маркировки. 
Решения системы (1) используются для построения искомых последовательностей сра-
батывания переходов. 
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Рис. 1. Сеть Петри 1N  Рис. 2. Двойственная сеть Петри 1
~N  

 
В соответствии с [4] будем представлять общее решение однородной системы как 

линейную комбинацию базисных решений с неотрицательными целыми коэффициен-
тами. Отметим, что базис состоит из минимальных в целой неотрицательной решётке 
решений системы. В отличие от классической теории линейных систем для представ-



 

ления общего неотрицательного целого решения неоднородной системы необходимо 
использовать не одно произвольное, а множество минимальных частных решений. 
 
 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОДСЕТИ 
Сеть с входными и выходными позициями – это сеть Петри, в которой указаны специ-
альные подмножества входных и выходных позиций.  

Функциональная сеть – это тройка ),,,( YXNZ =  где N  – сеть Петри, PX ⊆  – 
множество входных позиций, PY ⊆  – множество выходных позиций, при этом множе-
ства входных и выходных позиций не пересекаются ∅=YX I , и, кроме того, входные 
позиции не имеют входящих дуг, а выходные позиции не имеют исходящих дуг: 

∅=∈∀ •pXp : , ∅=∈∀ •pYp : . Далее позиции множества )(\ YXPQ U=  будем назы-
вать внутренними, а позиции множества YXC U=  – контактными. 

Сеть Петри ),,,( WFTPN ′′′′=′  является подсетью сети N , если 
FFTTPP ⊆′⊆′⊆′ ,, , )()( FWFW ′=′′ . 

Функциональную сеть ),,( YXNZ ′=  будем называть функциональной подсетью 
сети N  и обозначать NZ f , если N ′  является подсетью N  и, кроме того, Z  связана с 
оставшейся частью сети только посредством дуг, инцидентных контактным позициям, 
таким образом, что входным позициям инцидентны только входящие дуги, а выходным 
– только исходящие:  

∅=′∈∈∀ }\|),{(: TTttpXp ,  ∅=′∈∈∀ }\|),{(: TTtptYp , 
∅=′∈∧∅=′∈∈∀ }\|),{(}\|),{(: TTtptTTttpQ . 

Функциональная подсеть NZ f′ является минимальной, если она не содержит дру-
гие функциональные подсети исходной сети Петри N . 

Сеть, порождённую указанным подмножеством переходов TR ⊆ , будем обозна-
чать )(RB . 

Проблемы декомпозиции сетей Петри в функциональные подсети были исследова-
ны в [6,7]. Инварианты функциональных подсетей изучены в [8,9]. Перечислим основ-
ные свойства функциональных подсетей: 

1. Функциональная подсеть порождается множеством своих переходов. 

2. Множество минимальных функциональных подсетей }{ jZ=ℑ , NZ j f  опреде-
ляет разбиение множества переходов T  на непересекающиеся подмножества 

jT , такие что j

j
TT U= , ∅=kj TT I , kj ≠ . 

3. Каждая функциональная сеть Z ′  произвольной заданной сети Петри N  являет-
ся суммой (объединением) конечного числа минимальных функциональных 



 

подсетей; объединение подсетей может быть определено с помощью операции 
слияния контактных позиций. 

4. Каждая контактная позиция в декомпозиции сети Петри имеет не более одной 
входящей минимальной функциональной подсети и не более одной исходящей 
минимальной функциональной подсети. 

5. Сеть Петри N  инвариантна тогда и только тогда, когда инвариантны всё её ми-

нимальные функциональные подсети jZ , NZ j f  и существует общий ненуле-
вой инвариант контактных позиций. 

Эффективный алгоритм декомпозиции заданной сети Петри на минимальные 
функциональные подсети сложности пропорциональной кубу количества вершин пред-
ставлен в [6,7]. 

 
ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПОДСЕТЕЙ 
Рассмотрим структуру системы (1): 

µ∆=⋅ Ax . 

Каждое уравнение iL : i
iAx µ∆=⋅ , где iA  обозначает i-й столбец матрицы A  , со-

ответствует переходу it  (двойственной сети). Уравнение содержит термы для всех ин-

цидентных позиций. При этом коэффициенты равны весам дуг и термы для входных 
позиций имеют знак минус, а для выходных позиций – плюс. 

Таким образом, система (1) может быть представлена как 
 nLLLL ∧∧∧= ...21  (2)

Теорема 1. Решение x′  фундаментального уравнения сети Петри N  является ре-
шением фундаментального уравнения каждой из её функциональных подсетей. 

Доказательство. Так как x′  является решением фундаментального уравнения для 
сети Петри N , то x′  является целым неотрицательным решением системы (2) и, следо-
вательно, x′  является целым неотрицательным решением каждого из уравнений iL . 

Таким образом, x′  является решением произвольного подмножества }{ iL . 

В соответствии со свойством 1), функциональная подсеть Z ′ , NZ f′  порождается 
множеством своих переходов T ′ . Тогда уравнение, соответствующее переходу подсети 
имеет ту же самую форму iL , что и для всей сети, так как подсеть содержит все инци-

дентные позиции исходной сети. 
Таким образом, система, представляющая фундаментальное уравнение функцио-

нальной подсети Z ′ , NZ f′  является подмножеством множества }{ iL , и вектор x′  яв-

ляется её решением. Следовательно, x′  является решением фундаментального уравне-
ния для функциональной подсети Z ′ . Произвольность выбора подсети NZ f′  в приве-
денных рассуждениях доказывает теорему. � 



 

Теорема 2. Фундаментальное уравнение сети Петри разрешимо тогда и только то-
гда, когда оно разрешимо для каждой функциональной подсети и существует общее 
решение для контактных позиций. 

Доказательство. Используем эквивалентные преобразования систем, чтобы не до-
казывать отдельно необходимые и достаточные условия. В соответствии со свойством 
2), множество минимальных функциональных подсетей }{ jZ=ℑ , NZ j f  произволь-
ной сети Петри N  задаёт разбиение множества переходов T  на непересекающиеся 
подмножества jT . Пусть количество минимальных функциональных подсетей равно 
k . Как было отмечено в доказательстве теоремы 1, уравнения содержат термы для всех 
инцидентных позиций. Тогда: 
 kLLLL ∧∧∧⇔ ...21 , (3)

где jL  – подсистема для минимальной функциональной подсети jZ , NZ j f . Заметим, 
что если jL  не имеет решения, то L  также не имеет решения. 

Пусть общее решение для каждой функциональной подсети jZ  имеет вид: 
 jjjj Guxx ⋅+′= , (4)

где jj Gu ⋅  – общее решение соответствующей однородной системы, а jj Xx ′∈′ , где 
jX ′  – множество минимальных частных решений неоднородной системы уравнений. В 

соответствии с 3): 
kkk GuxGuxGuxxL ⋅+′==⋅+′=⋅+′=⇔ ...222111 . 

Тогда система 
 kkk GuxGuxGuxx ⋅+′==⋅+′=⋅+′= ...222111  (5)
эквивалентна исходной системе уравнений (1). Далее покажем, что решение системы 
(5) требует существенно меньшего количества уравнений. Рассмотрим множество по-
зиций сети Петри N  с множеством минимальных функциональных подсетей 

}|{ NZZ jj f : 

CQQQP k UUUU ...21= , 

где jQ – множество внутренних позиций подсети jZ , а C  – множество контактных по-

зиций. В соответствии с определением каждая внутренняя позиция jQp∈  инцидентна 

только переходам множества jT . Поэтому px , соответствующий этой позиции, содер-

жится только в одной системе jL . Следовательно, необходимо решить только уравне-
ния для контактных позиций множества C . 

Построим уравнения для контактных позиций сети Cp∈ , так как только они инци-
дентны более чем одной подсети. В соответствии со свойством 4), каждая контактная 
позиция Cp∈  инцидентна не более чем двум функциональным подсетям. Таким обра-
зом, имеем уравнения вида: 
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Таким образом, система 
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эквивалентна исходной системе (1). Этот факт и завершает доказательство теоремы. � 
Заметим, что в двух случаях, указанных в доказательстве, в соответствии с (7), не-

обходимо решить линейную неоднородную систему уравнений. 
Следствие 1. Для решения фундаментального уравнения сети Петри можно ре-

шить фундаментальные уравнения её минимальных функциональных подсетей, а затем 
найти общее решение для контактных позиций.  

Следствие 2. Теорема 2 верна также для произвольного множества функциональ-
ных подсетей, задающего разбиение множества переходов сети Петри. 
 
КОМПОЗИЦИЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
На основе теоремы 2 и её следствий можно сформулировать композиционный метод 
решения фундаментального уравнения сети Петри: 

Этап 0. Построить двойственную сеть Петри. 
Этап 1. Выполнить декомпозицию двойственной сети на функциональные под-
сети. 
Этап 2. Решить фундаментальное уравнение для каждой из подсетей – постро-
ить общее решение (4) неоднородной системы. 
Этап 3. Выполнить композицию подсетей – найти общее решение (6) для мно-
жества контактных позиций. 
Этап 4. Восстановить решения исходной системы (1). 

Заметим, что этапы 2,3 состоят в решении систем линейных неоднородных дио-
фантовых уравнений на множестве целых неотрицательных чисел. Для этих целей мо-
гут быть использованы методы, описанные в [4,5]. 

Рассмотрим более подробно особенности выполнения этапов 3,4, представив сис-
темы уравнений в матричной форме. Выпишем из системы (7) уравнения для контакт-
ных позиций 

jll
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lj
i

j xxGuGu ′−′=⋅−⋅ . 

Либо в матричной форме 
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i xxb ′−′=′  

Занумеруем все переменные ju  таким образом, чтобы получить объединённый вектор 
kuuuu ...21=  

и скомпонуем матрицы j
iG ,  l

iG−  в объединённую матрицу K . Тогда получим систему 

 bKu ′=⋅ . 
Полученная система имеет форму (1), следовательно, её общее решение может быть 
представлено в форме (4): 

 Jvuu ⋅+′= . (8)
Построим объединённую матрицу G  решений (4) системы (1) для всех функциональ-
ных подсетей (значения для контактных позиций выберем в соответствии с решением 
для любой из инцидентных подсетей) таким образом, что 

 Guxx ⋅+′= . (9)
Подставим (8) в (9): 

( ) GJvGuxGJvuxx ⋅⋅+⋅′+′=⋅⋅+′+′= . 
Тогда 

 Hvxx ⋅+′′= , Guxx ⋅′+′=′′ , GJH ⋅= . (10)
Так как были использованы только эквивалентные преобразования, представлен-

ные рассуждения доказывают следующую теорему. 
Теорема 3. Выражения (10) представляют общее решение фундаментального урав-

нения (1). 
Оценим ускорение вычислений при вычислении инвариантов в процессе компози-

ции. Пусть r  – максимальное количество среди контактных позиций и позиций функ-
циональных подсетей ))(max,max( j

NZ
PСr

jf
= . Заметим, что nr ≤ . Тогда сложность ре-

шения фундаментального уравнения для подсети можно оценить как r2~ , так как 
сложность декомпозиции в соответствии с [6,7] полиномиальная и может быть опуще-
на.  

Тогда, ускорение вычислений оценивается как 
 rn

r
n −= 2

2
2 . (11)

Таким образом, полученное ускорение вычислений является экспоненциальным. 
Заметим, что экспоненциальное ускорение вычислений, представленное выраже-

нием (11) также верно в случае, когда общие решения для функциональных подсетей и 
контактных позиций содержат более одного минимального частного решения. Дейст-
вительно, пусть фундаментальное уравнение каждой из функциональных подсетей со-
держит не более l  минимальных частных решений. Тогда в процессе вычисления об-



 

щего решения для контактных позиций следует решить 2l  систем, а полиномиальный 
сомножитель может быть опущен в сравнительных оценках экспоненциальных функ-
ций. 

 
ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
Проверим достижимость маркировки )4,0,1,2,0(=µ  в сети Петри 1N  (Рис. 1). Тогда 

)4,1,1,2,1( −−=∆µ . 
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Рис. 3. Декомпозиция двойственной сети Петри 1
~N  

 
Этап 0. Двойственная сеть Петри 1

~N  представлена на Рис. 2. 
Этап 1. Декомпозиция двойственной сети содержит четыре минимальных функ-

циональных подсети 4321 ,,, ZZZZ , полностью определённых множествами своих пе-

реходов: }{ 1
1 tT = , },{ 32

2 ttT = , }{ 5
3 tT = , }{ 4

4 tT =  и представленных на Рис. 3. 
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Этап 4. 
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Заметим, что общее решение однородной системы уравнений представляет собой t-
инвариант сети Петри. По минимальному решению )0,4,1,1,0,2(=′x  можно построить 

допустимую последовательность срабатываний переходов 51435551 tttttttt=σ . Таким об-

разом, маркировка )4,0,1,2,0(=µ  достижима в сети 1N . 
Следует отметить, что в этом небольшом примере все позиции являются контакт-

ными, поэтому ускорение вычислений не рассматривается. Для моделей реальных сис-
тем полученные ускорения значительны [10,11]. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Сложность решения фундаментального уравнения сети Петри в общем случае экспо-
ненциальна, что делает практически неосуществимым анализ моделей большой раз-
мерности. Методы представленные в настоящей работе позволяет ускорить процесс 
решения фундаментального уравнения. Они основаны на композиции сети Петри из 
множества функциональных подсетей. Полученное ускорение вычислений экспоненци-
ально по отношению к количеству вершин исходной сети. 



 

Изученные методы могут быть применены при организации процессов вывода на 
базах знаний, представленных сетями Петри. 
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