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Передаточная функция сети Петри 
 

Д.А.Зайцев 
 
ВВЕДЕНИЕ 
В [1,2] показано, что произвольная сеть Петри [3] может рассматриваться как функцио-
нальная сеть по отношению к позициям, являющимся источниками и стоками её графа. 
Кроме того, представлен алгоритм, позволяющий выполнить разбиение сети Петри на 
функциональные подсети. 

В [4] построено уравнение состояний временной сети Петри с многоканальными 
переходами и получено представление передаточной функции для подкласса структур-
но-бесконфликтных сетей Петри. Показано, что алгебраические преобразования пере-
даточной функции соответствуют эквивалентным преобразованиям сетей. 

Существенным ограничением в применении полученных результатов является ма-
лая изобразительная мощность подкласса структурно-бесконфликтных сетей, допус-
кающих не более одной исходящей дуги для каждой позиции. Кроме того, при иссле-
довании систем целесообразно применение слабых типов эквивалентности по отноше-
нию к специальным формам входных последовательностей фишек и отдельным задан-
ным моментам времени. 

Целью настоящей работы является получение алгебраического представления пе-
редаточной функции для произвольной заданной временной сети Петри и разработка 
эквивалентных преобразований сетей для слабых типов функциональной эквивалент-
ности. 
 
 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СЕТИ ПЕТРИ 
Граф сеть Петри – это двудольный ориентированный граф ),,,( FTPN =  где }{pP =  – 
конечное множество вершин, именуемых позициями, }{tT =  – конечное множество 
вершин, именуемых переходами; отношение PTTPF ××⊆ U  определяет множество 
дуг, соединяющих позиции и переходы. 

Сеть с входными и выходными позициями – это сеть Петри, в которой указаны 
специальные подмножества входных и выходных позиций.  

Функциональная сеть – это тройка ),,,( YXNZ =  где N  – сеть Петри, PX ⊆  – 
множество входных позиций, PY ⊆  – множество выходных позиций, при этом множе-
ства входных и выходных позиций не пересекаются ∅=YX I , и, кроме того, входные 
позиции не имеют входящих дуг, а выходные позиции не имеют исходящих дуг: 
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∅=∈∀ •pXp : , ∅=∈∀ •pYp : . Далее позиции множества )(\ YXPQ U=  будем назы-
вать внутренними, а позиции множества YX U  – контактными. 

Функциональную сеть ),,( YXNZ ′=  будем называть функциональной подсетью 
сети N  и обозначать NZ f , если N ′  является подсетью N  порождённой множеством 

своих переходов TT ⊆′  и выполняется условие TTT ′⊆′∪′ •••• )()( . 
Функциональная подсеть NZ f′ является минимальной, если она не содержит дру-

гие функциональные подсети исходной сети Петри N . 
Проблемы декомпозиции сетей Петри на функциональные подсети были исследо-

ваны в [1,2]. В [1] представлены основы композиционного анализа сетей Петри, обес-
печивающего экспоненциальные ускорения вычислений.  
 
 
ПОВЕДЕНИЕ СЕТИ ПЕТРИ 
Маркировка сети – это отображение 0: Ν→Pµ , определяющее распределение дина-

мических элементов, именуемых фишками, на множестве позиций; 0Ν  – множество 

неотрицательных целых чисел }0{0 ∪Ν=Ν . Маркированная сеть Петри – это пара 

),( 0µNM = , либо пятёрка ),,,( 0µFTPM = , где 0µ  –  её начальная маркировка. 

Поведение сети Петри представляет собой процесс перемещения фишек между 
позициями в результате срабатывания переходов. Правила срабатывания переходов оп-
ределяются классом исследуемых сетей [3,5-7]. При исследовании передаточной функ-
ции будем рассматривать класс временных сетей Петри с кратными дугами и многока-
нальными переходами [4]. В этом случае представление сети включает дополнительные 
отображения: Ν→F:W  – кратности дуг и Ν→T:D  – времена срабатывания пере-
ходов. Поведение такой сети описывается следующим уравнением состояний [5]: 
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(1)

где величина )(τtu  равна количеству экземпляров (каналов) перехода t , запущенных в 

такте τ ; )(τν t  - количество экземпляров перехода t , возбуждённых в такте τ ; )(τλp  - 

промежуточная маркировка позиции p  в момент смены такта 1−τ  тактом τ , полу-
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чающаяся при завершении ранее запущенных переходов. Операция конъюнкции &)(  
интерпретируется, как в многозначной логике [8]: .x,yx&y )min(=  а операция деления 
является делением нацело.  

Заметим, что невременные синхронные и асинхронные сети Петри [3] являются 
частным случаем рассматриваемого класса сетей Петри при временах срабатывания пе-
реходов, равном единице, и одном экземпляре каждого из переходов. Явные ограниче-
ния числа каналов переходов не рассматриваются, так как они могут быть введены с 
помощью маркировок вспомогательных позиций [4]. 
 

 
ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ СЕТИ ПЕТРИ 
В настоящей работе, как и в [4], функциональная сеть Петри рассматривается как дис-
кретная система (Рис. 1), преобразующая входную последовательность фишек, направ-
ленную во входные позиции X , в выходную последовательность фишек, наблюдаемую 
в выходных позициях Y . 
 

X Y

Z

Q,T

α φ

 
Рис. 1. Функциональная сеть Петри 

 
Входной последовательностью α  сети Z  будем называть множество целых не-

отрицательных чисел ,...}.2,1,|{ =∈= ταα τ Xxx  Выходной последовательностью φ  се-

ти Z  будем называть последовательность маркеров ,...},2,1,|{ =∈ τφτ Yyy  поступающих 

в её выходные позиции в результате функционирования сети Z . 
Отображение  Zf  множества входных последовательностей }{α  сети Z  во множе-

ство множеств её выходных последовательностей }{φ  будем называть передаточной 
функцией сети и обозначать }{αZf=Φ . 

Неявное представление передаточной функции произвольной сети Петри задано 
её уравнением состояний (1). В [4] получено явное представление передаточной функ-
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ции относительно частичных сумм входных последовательностей для подкласса струк-
турно-бесконфликтных сетей. В настоящей работе для представления передаточной 
функции произвольной сети используем следующее соотношение: 

Yyyyy ∈−−= ),1()()( τµτµτφ  

и далее, используя тот факт, что для выходной позиции её маркировка и промежуточ-
ная маркировка в момент смены тактов совпадают (так как отсутствуют исходящие ду-
ги) Yyyy ∈= ),()( τλτµ , представим передаточную функцию как 

Yyyyy ∈−−= ),1()()( τλτλτφ . 

Таким образом, последовательности ,...2,1),( =ττλy  однозначно определяют переда-

точную функцию сети Петри. Тогда следующая теорема задаёт представление переда-
точной функции. 

Теорема 1. Передаточная функция временной сети Петри Z  описывается сле-
дующей системой: 
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(2)

Доказательство. Подставим второе уравнение системы (1) для такта 1−τ  в первое и 
получим: 

YQpduwuw
pt

ttpt
pt

ttppp ∪∈−⋅+−⋅−−= ∑∑
•• ∈∈

,)()1()1()( ,, τττλτλ . 

Из второго уравнения и неравенства 0)( ≥τµ p  получим: 

QXpuw
pt

pttp ∪∈≤⋅∑
•∈

,)()(, τλτ . 

Из четвёртого уравнения и неравенства )()(0 τυτ ttu ≤≤  получим: 

tqq
tq

t wu ,/)()( & τλτ
•∈

≤ . 

 
Для алгебраических преобразований передаточной функции синхронных сетей 

положим )()( ττ tt vu = . Тогда с использованием операций алгебры временных сетей [4] 

передаточная функция (2) в произвольном такте времени τ  может быть представлена в 
виде: 
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(3)

где операция >  представляет временную задержку. 
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ТИПЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Сети Z  и 'Z  будем называть функционально эквивалентными [4] и обозначать 'ZZ ≡ , 
если для любой входной последовательности α  множества их выходных последова-
тельностей совпадают ).()( ' αα ZZ ff =  

Приведенное определение функциональной эквивалентности является наиболее 
сильным, поскольку оно требует совпадения множеств выходных последовательностей 
для любой входной последовательности и любого момента времени. Определим слабые 
типы эквивалентности.  

Пусть }{α=Ω  – заданный класс входных последовательностей. Например, 1=τα  

– последовательность, добавляющая одну фишку в каждый момент времени. Сети Z  и 
'Z  будем называть эквивалентными по отношению к классу входных последовательно-

стей Ω  и обозначать 'ZZ
Ω
≡ , если для любой входной последовательности Ω∈α  мно-

жества их выходных последовательностей совпадают ).()( ' αα ZZ ff =  

Пусть ,..., 21 ττ=∆  – последовательность (возможно бесконечная) моментов време-
ни наблюдения. Например, 10=∆  – единственный момент времени наблюдения рав-

ный 10. Сети Z  и 'Z  будем называть эквивалентными по отношению к моментам на-

блюдения ∆  и обозначать 'ZZ
∆
≡ , если для любой входной последовательности α  мно-

жества их входных последовательностей в моменты времени ∆∈τ  совпадают 

).()( αα ττ
ZZ ff ′=  

Комбинированный тип эквивалентности назовём слабой функциональной эквива-

лентностью сетей Петри. Сети Z  и 'Z  будем называть слабо эквивалентными по от-
ношению к классу входных последовательностей Ω  и моментам наблюдения ∆  и обо-

значать '
,

ZZ
∆Ω
≡ , если для любой входной последовательности Ω∈α  множества их 

входных последовательностей в моменты времени ∆∈τ  совпадают ).()( αα ττ
ZZ ff ′=  

Исследование слабой эквивалентности целесообразно при разработке систем 
управления, в которых результат наблюдается только в моменты выдачи управляющих 
воздействий на объект. Кроме того, специфика работы датчиков, отображаемых на 
входные позиции, определяет конкретный класс входной последовательности. При 
композиции функциональных сетей [1] класс входной последовательности подсети за-
дан классом выходной последовательности её входной подсети. 
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ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СЕТЕЙ 
Преобразования сетей для сильного типа эквивалентности могут быть выполнены с 
помощью эквивалентных преобразований формул уравнений передаточной функции 
(3) на основе законов алгебры временных сетей [4], включающей арифметические, ло-
гические и временные операции. Рассмотрим ряд преобразований конкретных сетей 
Петри, изображенных ни Рис. 2. 
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Рис. 2. Примеры эквивалентных преобразований 
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Пример 1) 11 ZZ ′≡ : 
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Пример 2) 22 ZZ ′≡ : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅+=
⋅+⋅−=
⋅+⋅−=

)./)((&)/)(((1
,/)(()/)1((1
,/)(()/)1((1

424323222

111444444

111333333

wdwdw
wdwww
wdwww

>>>
>>>
>>>

λλλλ
λλλλ
λλλλ

 

=⋅+⋅−
⋅+⋅−⋅+=

)/))/)(()/)1((1(((
&)/))/)(()/)1((1((((1

4211144444

3211133333222

wdwdwww
wdwdwwww

>>>>
>>>>>

λλλ
λλλλλ  

=⋅+⋅−
⋅+⋅−⋅+

)/))/)(()/)1((1(((
&)/))/)(()/)1((1((((1

4211144444

321113333322

wdwdwww
wdwdwwww

>>>>
>>>>>

λλλ
λλλλ  

=++⋅+ )/))(((&)/))((((1 1211121122 wddwddw >>> λλλ  

)/))((((1 121122 wddw +⋅+ >> λλ . 
Заметим, что примеры 1,2 были ранее рассмотрены в работе [4], где преобразования 
получены с использованием представления передаточной функции структурно-
бесконфликтной сети для частичных сумм последовательностей; результаты преобра-
зований совпадают.  

Пример 3) 33 ZZ ′≡ : 
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Заметим, что в случае конфликтов в сетях использование уравнений (3) является кор-
ректным только с точки зрения структурных преобразований; при рассмотрении  по-
следовательностей фишек они должны быть дополнены неравенствами, представлен-
ными в системе (2). 

Рассмотрим особенности преобразований для слабых типов эквивалентности. 
Специфические виды входных последовательностей и последовательностей моментов 
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наблюдения позволяют получить дополнительные правила преобразований, приводя-
щие к существенному уменьшению размерности сетей. 

Пример 4) Постоянное маркирование входных позиций. 

 44
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)1(1)1(&)1(1 123122 >>>>> λλλλλλ +=+= . 

Пример 5) Периодическая входная последовательность и периодическое наблю-
дение. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в настоящей работе получено алгебраическое представление переда-
точной функции произвольной временной сети Петри. Введены и исследованы слабые 
типы функциональной эквивалентности, изучены дополнительные правила преобразо-
ваний сетей для слабых типов эквивалентности, приводящие к существенному умень-
шению размера сети. 
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